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ЧАСТИЦА СО СПИНОМ 1 В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
НА СФЕРИЧЕСКОЙ ПЛОСКОСТИ S2  
 Постановка задачи. Задача об 
определении уровней энергии час-
тицы в однородном магнитном поле 
относится к числу классических в квантовой 
механике [1–3]. В работах [4–6] найдены 
точные решения уравнения Шредингера для 
скалярной частицы в магнитном поле на фоне 
пространств постоянной положительной и от-
рицательной кривизны, сферическом прост-
ранстве Римана и гиперболическом прост-
ранстве Лобачевского. Анализ соответ-
ствующих систем в рамках классической 
механики выполнен в [7–9]. В работах [10–
11] определены решения уравнения Дирака 
в магнитном поле на фоне пространства 
Лобачевского и Римана. В [12] построены 
решения для уравнения Даффина-Кеммера 
для векторной частицы в плоском прост-
ранстве. В настоящей работе будут полу-
чены точные решения уравнения Даффина-
Кеммера частицы со спином 1 во внешнем 
магнитном поле на 2-мерной сферической 
плоскости 2S . 
Волновое уравнение Даффина-Кеммера 
для векторной частицы в римановом прост-
ранстве имеет вид [13]  

         ( ) 1{ [ ( ) ] } 02
c ab
c abc c
ei e J A mc
c
 (1.1) 
где abc  – символы вращения Риччи, 

 ( )a aA e A  – тетрадные компоненты 4-векто-
ра A ;     ( )ab a b b aJ  – генераторы 10-мер-
ного представления группы Лоренца. 
В дальнейшем будем использовать сокра-
щения      e c e mc M  и систему обоб-
щенных цилиндрических координат в прост-
ранстве 3S :   
     2 2 2 2 2 2 2 2 2[cos ( sin ) ]dS c dt z dr r d dz
            [ 2 2] [0 ] [0 2 ]z r (1.2)
Представление постоянного магнитного 
поля в плоском пространстве в цилиндри-
ческих координатах (1.2) легко можно обоб-
щить и на случай пространства Римана 3S :  
     22 sin (cos 1)2
rA B B r
 
 (1.3) 
Этому 4-потенциалу отвечает единствен-
ная ненулевая компонента электромагнит-
ного тензора sinr r rF A A B r       . Можно 
убедиться, что этот тензор удовлетворяет 
уравнениям Максвелла в сферическом 
пространстве.  
Рассмотрим уравнение Даффина-Кемме-
ра в магнитном поле (1.3) в пространстве 
Римана 3S . Цилиндрическим координатам 
отвечает тетрада  
          1 1 11,cos ,cos cos ,1 .ae x diag z z r  (1.4) 
С учетом (1.3), (1.4) уравнение (1.1) 
принимает вид  
12
0 1 2 (cos 1) cos1
cos sin
i eB r iJ r
i i
t z r r
                 
 
3 1 13 2 23sin ( ) 0 .
cos
zi i J J M
z z
           (1.5) 
При разделении переменных в волновом 
уравнении потребуется явный вид основных 
матриц a . При этом наиболее удобно пос-












ром генератор 12J  диагонален (укажем яв-
ный вид 15-мерных матриц, разбитых в со-
ответствии со структурой волновой функции 
на блоки размерностей   1 3 3 3 ) :  

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   (1.7) 
Входящая в уравнение (1.5) матрица 12J  
имеет следующий явный вид:  
            12 1 2 2 1 3 3 3 30J i iS  (1.8) 
 
2. Ограничение к 2-мерному случаю, 
разделение переменных. В уравнении (1.5) 
проведем ограничение к 2-мерному прост-
ранству 2S   




        
12
2 (cos 1) cos 0
sin




С использованием подстановки для 

















     (2.2) 
уравнение (2.1) принимает вид (введено 
обозначение    (1 cos ) ( )m B r r )  






0 1 2 3
( )










После разделения переменных с учетом 
обозначений  

    
1 cos( ) ˆ
sin2
r
ar r  

    
1 cos( ) ˆ
sin2
r
ar r   




r r  

     
1 cos ˆ( )
sin2
r
br r  

     
1 cos ˆ( )
sin2
r
br r  
 




r r  приходим к системе радиальных уравнений 
    1 3 0ˆ ˆE E Mab  
      1 3 2 2ˆ ˆi H i H i E Mab
    2 1 1ˆiaH i E M   
     2 3 3ˆibH i E M  
 (2.4)
     0 1 1aˆ i M E   
   2 2i M E  
     0 3 3bˆ i M E  
  2 1ˆ ,ia MH  
    1 3 2ˆ ˆi i M Hab  
 2 3ˆ .ib MH   
(2.5)
 
3. Переход к нерелятивистскому пре-
делу. Нединамическими переменными явля-
ются функции 0 1 2 3H H H    :  
       1 3 0 2 1ˆˆ ˆE E M i a M Hab
       1 3 2 2 3ˆˆ ˆi i M H i b M Hab
(3.1)
Исключая их, получаем шесть уравнений 
(группируем их в пары)  
       21 3 1 1ˆ ˆ( )ˆia i i i ME Mab  
      21 3 1 1ˆ ˆ( )ˆa E E i M M Eab  
(3.2a)
         22 2 2 2ˆˆˆ ( ) ( )ˆi i a i i b i ME Mab  
    22 2i M M E
(3.2b)
        21 3 3 3ˆ ˆ( )ˆi b i i i ME Mab  
      21 3 3 3ˆ ˆ( )ˆb E E i M M Eab  
(3.2c)
Введем разбиение на большие и малые 
компоненты согласно  
           1 1 1 2 2 2 3 3 3B M B M B M
       1 1 1 2 2 2 3 3 3 .iE B M iE B M iE B M  Одновременно выделим энергию покоя 
формальной заменой    M . Складывая 
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небрегая малыми компонентами kM  на 
фоне больших kB , получаем       1ˆ ˆ2 2 0a M Bb  
       2ˆˆˆ 2 0ˆa b M Bab    (3.3)  
     3ˆ2 2 0ˆb M Ba  
Это искомая система уравнений в прибли-
жении Паули. Учитывая явный вид опе-
раторов и выражение для    ( ) (1 cos )r m B r
, приводим уравнения (3.3) к виду  
   






1 2[ (1 cos )]cos
sin
d r d B
r drdr
m B r r
r
     
2
12
[ (1 cos )] 2 0
sin









dr r dr  
     
2
22
[ (1 cos )] 2 0
sin
m B r M B
r  
(3.4b)
   






1 2[ (1 cos )]cos
sin
d r d B
r drdr
m B r r
r
     
2
32
[ (1 cos )] 2 0
sin




Полученные уравнения решаются по од-
ной и той же схеме. Остановимся подробно 
на решении уравнения (3.4a). Перейдем 
к новой переменной  1 cos 2 .r y  С исполь-
зованием подстановки  1 11 1(1 )C AB y y f  по-
лучим  
 












C A C y
dy
         2 1 1 1 12 ( )( 1)B B M A C A C  
















  При 1 1A C , выбранных согласно 
      1 11 12 1 12 2A B m C m  
уравнение (3.5) является уравнением гипер-
геометрического типа с параметрами  
         21 1 1 1 122 4A C B B M
         21 1 1 1 122 4A C B B M  
     




2 1 (1 )
( )




Гипергеометрический ряд сводится к по-
линому, если   1 n  ( n  – натуральное чис-
ло), откуда следует, что 
 
    








   (3.7) 
Приведем решение уравнения (3.4b) :         
        
2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
(1 ) ( )
1 2 2 1
2 2
C AB y y F y
m
A B m C C
 
        









A C B M
A C B M
  (3.8) 
Правило квантования имеет вид    2 n  
откуда следует  
       2 21 12
4 2 2
B m m
B M n   (3.9) 
Решение уравнения (3.4c) и соответству-
ющее правило квантования имеют вид  
       
          
3 3
3 3 3 3
3 3 3 3
(1 ) ( )
1 12 1 1 2 1
2 2
C AB y y F y
A B m C m C
 
         









A C B B M
A C B B M
 (3.10) 
 
4. Решение радиальных уравнений 
в релятивистском случае. Исходим из 
системы 10 уравнений (2.3), (2.5). Исключив 
6 компонент i iE H  с помощью (2.5), прихо-
дим к 4-м уравнениям второго порядка от-
носительно a :  
       2 2 2ˆˆˆ( ) 0ˆa b Mab  
            2 0 1 3ˆˆˆ ˆ( ) ( ) 0ˆ ˆa b M ia ab b
           2 2 1 3 0ˆ ˆ ˆˆ( ) 0ˆa M a i aab  












Отмечаем существование простого ре-
шения этой системы  
 
       2 2 2ˆ ˆˆ ˆ( ) 0 .b a a b M  
(4.2a)
При этом из (2.5) следует, что  
        11 2 2 30 0E E i M E
         1 11 2 2 3 2ˆˆ 0H iM a H H iM b
(4.2b)
Подействуем на третье уравнение в (4.1) 
слева оператором bˆ  и на четвертое уравне-
ние слева оператором aˆ . Вводя обозна-
чения       1 1 3 3ˆ ˆb Z a Z  получающуюся из (4.1) систему уравнений представим 
в виде  
        2 2 2ˆ ˆˆ ˆ( ) 0b a a b M
 
         2 0 1 3ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0b a a b M i Z Z  
           2 2 1 3 0ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) 0b a M Z b aZ i b a
           2 2 3 1 0ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) 0a b M Z a bZ i a b
(4.3)
Определяя функции 1 3Z Z  как  1 2
f gZ
  3 2
f gZ     1 3 1 3 ,Z Z f Z Z g  приходим 
к следующим уравнениям:  
        2 2 2ˆ ˆˆ ˆ( ) 0b a a b M  
        2 0ˆ ˆˆ ˆ( ) 0b a a b M i f  

     2 2ˆ ˆ ( )
2 2
f g f gb a M
 
 
     0ˆ ˆˆ ˆ 02
f gb a i b a  

     2 2ˆˆ ( )
2 2
f g f ga b M
 
 
    0ˆ ˆˆ ˆ 02
f ga b i a b  
(4.4)
или (складываем и вычитаем третье и чет-
вертое уравнения)  
       2 2 2ˆ ˆˆ ˆ( _ ) 0b a a b M  
        2 0ˆ ˆˆ ˆ( ) 0b a a b M i f  
      2 2ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )b a a b g M f  
      0ˆ ˆˆ ˆ( ) 0f i b a a b
      2 2ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )b a a b g M g  
     0ˆ ˆˆ ˆ( ) 0 .i b a a b  
(4.5)
Учитывая тождества  
          2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 2b a a b b a a b B , 
уравнения (4.5) приводим к виду  
      2 22 2( ) 0M (4.6)
      22 0( ) 0M i f  (4.7)
       2 2 2 02 ( ) 0B g M f i  
       2 22 0( ) 2 0 .g M g i B  
Определим решения системы (4.7). Из 
второго уравнения (4.7), используя выраже-
ние для  2 0  из первого уравнения этой же 
системы, находим линейное соотношение 
между тремя функциями 0, , :g f  
     2 2 02 0B g M f i M  С помощью этого ус-
ловия исключим функцию f  (   022Bf g iM ) 
из второго и третьего уравнений системы 
(4.7):    
       2 22 0( ) 2M g i B  
       2 22 0 22( ) i BM gM  
(4.8)
Введем обозначение    2 2M . Систему 
(4.8) представим в матричной форме  











или в символическом виде:   ,f Af  
      1f SAS f f Sf  Найдем преобразова-
ние, приводящее матрицу A  к диагональ-
ному виду:  
















Задача сводится к решению двух систем 
уравнений:  
        1 12 0 2 0a i B d iB a d
         2 22 0 2 0c i B b iB c b  Выберем следующее решение:  

        












Новые функции удовлетворяют уравне-
ниям:  
         
2 2
2
21) 0 ;BM g
M
(4.11a)






Они независимы друг от друга, поэтому 
существует два решения: 
 
    







   (4.12) 
Исходные функции в случаях 1) и 2) 
принимают соответственно вид  
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В каждом случае при этом два уравнения 
из (4.9) принимают вид, совпадающий соот-
ветственно с (4.11a) и (4.11b). Чтобы полу-
чить решения этих уравнений и уравнения 
(4.6), никаких дополнительных вычислений 
проводить не нужно. Достаточно в формуле 
(3.9) провести следующие замены:  
  
       
 












    (4.13) 
Таким образом, построены точные реше-
ния квантовомеханического уравнения для 
частицы со спином 1 при ограничении ее 
движения по поверхности 3-мерной сферы, 
последнюю можно рассматривать как 2-мер-
ное пространство постоянной положитель-
ной кривизны. Решения построены в нереля-
тивистском приближении и также в реляти-
вистском случае. Найдены соответствующие 
спектры энергии. 
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SUMMARY 
There are constructed exact solutions of the 
quantum-mechanical equation for a spin  1S  particle 
in 2-dimensional Riemannian space of constant positive 
curvature, spherical plane, against a background of an 
external magnetic field which is the analogue of the 
homogeneous magnetic field in the Minkowski space. 
A generalized formula for energy levels describing 
quantization of the motion of the vector particle in 
magnetic field on the 2-dimensional space 2S  has 
been found, nonrelativistic and relativistic equations 
have been solved.  
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